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ARME  Delingen met veeltermen 


D- Veeltermfuncties en nulwaarden 


1 ma) 


De hoogte van de tweevoudige sprong van een dolfijn kunnen we berekenen met de functie: 


h=-0,lx*+1,5x°—7,lx? +10,5x 
h: hoogte in m x: horizontale afstand in m 


f(x) =O,lx* + 1,5x°—7,1x? + 10,5x 


1 Wat is de hoogste exponent van x2 4 


2 De grafiek van fis getekend. 
hoogte / (m) 


5 6 7 


horizontale afstand x (m) 


Over welke horizontale afstand zwemt de dolfijn onder water? 2 meter 5-3=2. 
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Graad van een veelterm 


Het voorschrift f(x) =x* + x° — 3x? + 2x — 1 is opgebouwd uit de veelterm x° + x° 


— 3x’ +2Ix-1 


waarin de hoogste exponent van x gelijk is aan 4. De functie f noemen we een veeltermfunctie van 


de vierde graad. We zeggen ook dat de graad van de veelterm f(x) gelijk is aan 4. 
We noteren: gr(f(x)) =4 


2 0 


Zet een vinkje bij elke veelterm. 


1 


—7 / 6 5x* 3x + 4x 1 
Jaar3 v 7 0,54 +342 +02x +2 
xn 4 8 xxl 

2x +3 9 AXL +3 HIK +1 

= [| 10 eget 


3 We 


Bepaal de graad van de veelterm. 


1 


Bx° 2x graad: … … En 6 MAK? +5K-1 
Bx+2 graads ansedbraren 7 K+? +02? 

2 graad: ….0…. 8 x°-5-Ax 

2x? graads saas 9 K2+3KE KS Ax 
x+x*—x? graad: …4 10 -3x+5-x° +2? 


on 


Werk uit, rangschik volgens dalende machten van x en bepaal de graad van de veelterm. 


1 


4 
4 
/ 
4 
graad: … … 4 
graad: „as 3 


Ux (xx? -x-1) 2 7(l-x-x?-x*) 

EAK XE KE Xt RN neons 
EE EN AEN PR serene 
Be treten neee 
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3 (3x+1)(5x? +2) 4 4x 3x - 2x 1) - Ax -— 1) 
=15x° - 6X + DRE + A =l2xé - Bx? - Ax - Xt NK 
=ADX + DRE = OR * Een =laxf - ME - IX 
On Re OEE eene 
5 5x° 5x’ -x-1) 6 x(4x- 3)’ 
= DX? - DX + DX + DK =X(16x? - 24X +9) 
B NN IO sE HON as 
OO teneeerena rand Onnen 
7 (3x*-x+2)(x-5) 8 (2x — 4x +1) 2x 
=.3X1 - 1DXx% - XxX? + DX + 2x - 10 AX - BXL + AK - AK 
z3x* - 15Xx° -Xx2+7x-10 == AX - BE 
Ole anneer etende edentate 
9 x°—(x?+1I)(x+4) 10 (—x° +2 —(x- 1)? 
XS (XS + AXE KG) Xb AX + 4 - (XE 2X+ 1) 
EXS XS AEX mX AX +4 - XLA. 
En Xb - 4x - K+ AXE 3 
BE eenen DN en ema enne 


Ne 


Gegeven zijn de veeltermen x° +2enx°—x+53. 


1 Bereken het product. 
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3 Bepaal de graad van de veelterm. 
a (x*+x°+1I)(x*+3x+2) 


DE eenen 


b (8x+10)(10x° + 20) 


rn 


c (5x 3) 


En 


6 al a 


De graad van de veelterm komt overeen met een cijfer van de code. Kraak de code. 


a (xx? +1) (x*+3x+2) 
b x+1l—xé+3x+2 


c (x*+x°+1)?—(3x+2) 
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d (x°+5)(x° + 1)(x+2) 


graad: JO oneens 


e (4x° +5) 


St eee 


f_ x(8x° +9)’ 


en 


d (2x°+x°+8)(2x*+5x°+1) 
e (x3+1)(x?+1I)(x?—2)(3x + 2) 


f_(x+ 1) —x(8x+ 9(2x° +10) 


a b fe d e f 


4 6 6 9 8 5 


Nulwaarden van een veeltermfunctie 


De nulwaarden van de functie f zijn 0, 1 en 2. 


nulwaarden — 
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Om de nulwaarden van f(x) = x° — 3x° + 2x te berekenen, stellen we de functiewaarde f(x) gelijk 


aan 0 en lossen we de verkregen vergelijking op. 


fx) =0 


volgende paragraaf. 


x5-3x?+2x=0 f(x) vervangen door x? — 3x? + 2x 


De vergelijking x° — 3x° + 2x = 0 waarin de hoogste exponent van de onbekende gelijk is aan 3, 
noemen we een derdegraadsvergelijking. Vergelijkingen waarin de hoogste exponent van de 
onbekende x hoger is dan 2, noemen we hogeregraadsvergelijkingen. 


Om hogeregraadsvergelijkingen op te lossen, zijn rekentechnieken nodig die we bestuderen in de 


A0 


Bepaal de nulwaarden van de veeltermfunctie. 


1 2 3 
bA 
0 1 X 
Nulwaarden: Nulwaarden: Nulwaarden: 
Le OER Bn SA OENE 
5 6 
Je NA 
1 } 
0 1 X 0 X 
Nulwaarden: Nulwaarden: Nulwaarden: 
4 GEEN da dend 
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Je 


Schrijf alle nulwaarden die we kunnen aflezen in de tabel. 


1 
fw) \ 432 120 O0 18 Ò is -Ô 30 _ 48 0 _—192 
Nulwaarden: -3..-1, den 4 
2 Xx | —5 —4 —3 —2 —1 0 1 2 3 4 5 


fo) | 128 63 24 5 0 B B À 0 25 72 


Nulwaarden: =l.@N. 3. anneer eh ele 
3 x | —5 —4 —3 —2 —1 0 1 2 3 4 5 
f(x) | 936 425 160 45 8 1 0 5 40 153 416 
Nulwaarden: A. nennen eines ed ae ee 


> NB 


Onderzoek of het getal a een nulwaarde is van de veeltermfunctie f. Vink de nulwaarde aan. 


1 a=2 flux) =x° — 3x — 10x+ 24 [4 


2 a=-l fl) =x* 72 —6x+1 


f(-1)=1-7+6+1=1 Ke 
3 a=5 fold dd 4 

f(5).=. 625 — DOO - 100 - 20 - B =O nn 
4 a=0 fa) =x tx 1 | 

f(O0) =0-0+0-1=-l1 Kee 
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P Euclidische deling 


10 man 


Een klas telt 23 leerlingen. Voor een groepswerk wiskunde verdeelt de leraar de leerlingen in 
groepjes van vier. 


1 a Voer de deling uit. 


deeltal Ee 53 4 a deler 
B - 20 quotiënt. 
en en 3 


b Hoeveel groepjes tellen juist vier leerlingen? „Dn 
c_Hoeveel leerlingen blijven er over na de verdeling? 3 
d Vul de praktische schikking aan met: deeltal, deler, quotiënt en rest. 
2 Schrijf met de gevonden getallen: 
deeltal = deler : quotiënt + rest GA eten 
3 Een pientere leerling merkt op dat de formule onvolledig is. Hij noteert 23 =4: 2+ 15. Dit zou 


betekenen dat de deling van 23 door 4 als quotiënt 2 heeft en als rest 15. Welke bijkomende 
voorwaarde ontbreekt in de formule? Vink de juiste uitspraak aan. 


De rest is groter dan de deler. 


De rest is kleiner dan de deler. V 


De rest is gelijk aan de deler. 
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Euclidische deling 


Bij de Euclidische deling van twee natuurlijke getallen D en d, is het quotiënt q en de rest r als de 
getallen D, d, q en r voldoen aan de voorwaarden 


D=d:q+r en r<d 


D,d,qenre N d#0 


Euclidische deling van veeltermen 


Bij de Euclidische deling van twee veeltermen D(x) en d(x), is het quotiënt q(x) en de rest r(x) als 
de veeltermen D (x), d(x), q (x) en r(x) voldoen aan de voorwaarden 


D(x) =d(x)-q(x) +r(x) en gr(r(x))<gr(d(x)) of r(x)=0 DX) | dx) 
d(x) # 0 
—__ | a) 
OOC r6) 


Dit verband tussen deeltal, deler, quotiënt en rest noemen we de formule van de Euclidische deling. 


De rest r(x) is gelijk aan nul bij een opgaande deling en verschillend van nul bij een niet-opgaande 
deling. 


Voorbeeld 


Bij de Euclidische deling van D(x)=x°® + 2x? — 2x —7 door d(x) =x° — 3 is het quotiënt 
q(x)=x+2en de rest r(x)=x-— 1. 


We kunnen narekenen: 


x° +2 Ux 7= (2-3 +2) +(x-1) (x? — 3)(x +2) + (x-1) 
Xt IX 6tX-1 
ZW -IX-7 


We stellen vast: 
de graad van de rest r(x) =x— 1 is kleiner dan de graad van de deler d(x) =x° —3. 


gr(x-1)=1 en gr(x-3)=2 
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Het IBAN-nummer (International Bank Account Number) van een bankrekening bestaat uit 

een landcode van twee letters, een controlenummer van twee cijfers gevolgd door het nationaal 
rekeningnummer van 12 cijfers. De eerste drie cijfers van dit nummer duiden de bank aan, de 
volgende groep van zeven cijfers is het persoonlijk nummer van de klant en de laatste twee cijfers 


vormen het controlegetal. 


landcode 


controlenummer 


controlegetal 


BESS 0010 5748 2579 


Î persoonlijk nummer 


bank 


Het controlegetal is de rest van een deling, Het deeltal bestaat uit de eerste 10 cijfers van 
het nationaal rekeningnummer en de deler is altijd 97. We controleren de juistheid van het 
rekeningnummer 001057482579: 


10574825 = 97 + 109018 + 79 10574825 


07 
874 


—-8753 


182 


—97 


855 


—776 


79 


97 
109018 


1 Vul het IBAN-nummer aan met het controlegetal van het rekeningnummer. 


a BE750010123456 B. 1. 


191434 
„97 
3 


NWN 
AOT Ww 
|oo Ww A 
GjoowNd 
=| 0 O0 
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b BE910010987654 7. 6. 


97 10987654 |97 
104 365 nikk Á 113 274 
1 28 
-97 
3 1 7 
22 GA 
266 
st 94 
725 
-679 
46 4 
- 388 
7 6 
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2 Reken het controlegetal van je eigen rekeningnummer na. Als de rest 0 is, wordt 97 als 
controlegetal gebruikt. 


2e 


Bij de Euclidische deling van twee veeltermen D(x) en d(x) is het quotiënt gelijk aan q (x) en de 
rest gelijk aan r(x). 


1 Aan welke voorwaarden voldoen de veeltermen D(x), d(x), q(x) en r(x)? 
ed DEN NON. aen eeeneeeeeee nt ene 
. grl…r(X)..)<gr (dx) ……) of PRI Soed OD nen 


2 Vervang in de bovenstaande voorwaarden elke veelterm door zijn benaming. 


. deeltal = deler. - quotiënt. + rest... 
. _gr(rest) < gr(deler) … of … rest = On 


13 [A (B) 


Zet een vinkje als q (x) en r(x) het quotiënt en de rest zijn van de Euclidische deling van de 
veelterm D(x) door d(x). Controleer de voorwaarden waaraan D(x), d(x), q (x) en r(x) moeten 
voldoen. 


1 D(»)=x°-10 d(x)=x-3 gajsxt3 r(x) =-1 4 
Ah GON NE OE IIR Shek ener 
AN Eke Me kiten ebde elen ee 
wensen z Xi - 10 2 DX) 
gr(r(x)) <_gr(d(x)) omdat _O <A 

2 D(r)=x ++ 4  d(H)=K- 2 gal 135 r(x)=3x+6 
AN qe PO) (Xe 2) OE AIK KD) ANO ereraad 
eN: zXS + 3XE + DX AXE OX - 10 + IX +0 
A EN Neh ek AS DON. tenemen 
orkebe =artde omdat berde menen eee 

3 D(x)=x°+x? +25 d(x)=x°+3x+5 q(x)=x-2 r(x)=3x+6 | 
Ax) qe) Et Ar.) B) IK LO eeeerenermaeenen 
eene Eve ZX AXE + 3IXE - 6x + DX - 10+ IX + 6 
OO XI + XE t AX 4E DOK) 
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van de deling. 


Sx° + Ox? —5x+8 


3X3 + Ox? —5x+8 


—3X* + 3x? 


3x? —5x+8 


3x +0x°—5Xx+8 


—3x3 + 3x? 
3X? —5x+8 
3x? + 3X 


—2x+8 


3x3 + Ox? —5x+8 


—3X° + 3x? 


3x° —5Xx+48 
3x? + 3x 
-2X +8 


+2X— 2 


xl 

xl 

3x? 

xl 
3x? + 3X 
xl 

3x’ +3x-2 


Algoritme voor het delen van veeltermen 


Om de veelterm 3x° — 5x + 8 te delen door de veelterm x — 1 gebruiken we de praktische schikking 


We rangschikken het deeltal 3x° — 5x + 8 naar 
dalende machten van x. De ontbrekende 
machten van x geven we de coëfficiënt 0. 


De eerste term 3x° van het quotiënt vinden 
we door de eerste term 3x° van het deeltal 

te delen door de eerste term x van de deler. 
Daarna vermenigvuldigen we 3x* met de deler 
x— 1. Het verkregen product 3x* — 3x° trekken 
we af van het deeltal. 


We merken op: —(3x*— 3x°) =—3x° + 3x° 


De tweede term 3x van het quotiënt vinden we 
door de eerste term van de veelterm 

3x? —5x+8 te delen door de eerste term x van 
de deler. Daarna vermenigvuldigen we 3x met 
de deler x— 1. Het verkregen product 3x* — Sx 
trekken we af van de veelterm 3x? — 5x +8. 


We merken op: (3x? — 3x) =—3x? + 3x 


We herhalen deze werkwijze tot de rest nul is 
of een veelterm is waarvan de graad kleiner is 
dan de graad van de deler. 


We kunnen narekenen dat 3x° — 5x +8 =(x— I)(3x° + 3x— 2) +6. 


We stellen vast dat de graad van de rest kleiner is dan de graad van de deler x— 1. 
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4 A 


Bepaal het quotiënt en de rest van de deling. Schrijf het verband tussen deeltal, deler, quotiënt en 
rest. Vink elke opgaande deling aan. 


1 (x°+3x? +5x+ 1): (x° +4x+2) 


n OR DN Bananen ehetbenter | MAK Mensen 
XE INE OK 
EE te Konden 
Dn Eene 
EE NR nennen 


2 (M*-x°— 12° +46x— 35): (£° — 3x +5) 
_ 2xt- XP - 12+ 46X- 35 | XX B 
BENT B ONS = TONE tenten 
En BX? - 22E + 4OX NER DK Ten 


ee AN GON EME en OM nae KEALIK Dennen 
sr A IOR VON BIM ae 
manent DX - 17XEt De 
EN 
NN 4AX? + ZX 


x° 2x -l4x? xt (X3- BXL + OX - 1) (X2 + IX - BD) - 42X2 + 3OX 
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4 (x°+125):(x”—5x+25) 4 
KE OK + Ox +125 | X- BX 25 
XS + BXL - QX 
En BX° - 25X +125 KAD nnn 
En -BX2 + 25X- 125 
0 


5 (10x*+27x° + 34x? +31x) : (2x° + 3x + 2) 


1OXx* + 27X° + 34X2 + 3140 | DEI 
-10x* - 15x3 - 10x? 
12X3 + 24X2 + BX tn 
RE. - 12x° - 18Xx2 - 12X 
NN 
ORR = 6X? -. MX -6 
a 1OX 6 
10x* +27x3 + 34x? + 3lx= (2X2+ IX +2) (Dx2 + OX + 3) + 1OX 6 
6 (3x° + 2x +13x%+10x?+4x+8): (x° +4) 4 
IXO + 2X* + 13X + 1OX2 + 4x HB | Ee 
-3X° _12XI 
2x* + x3 + 10x? | ORR RNR Bronne 
=.2X* 8x? 


3x5 + 2x +13 +10x? +AKHB= (XLA A) (IX + ANÊ HK +2) 
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7 (2x*+7x3+6x+17): (2x +7) 


XE + TKP + OKE + OX HAT | OKT 
SONT IMS anemie 
nn: OXS + OX? + 6X +17 KEA Ennn 
On U eneen 


8 (2x°—-Ox*+19x°+x°—28x+ 11): (-2x+3) 


2XS- IX + 19+ XL 28E A | 2X+ B 
zCX° + IXÌ 
- 6x° + 19x? | =X* + 3X° - BX? - BX+2 
6x* - 9x 


EE 16x? - 28X 
Ee -_16x? + 24X 
onbetnnnneerbeenn an 
EO 4x 6 
: ce 
2x5-Ox* +19 +428 HIL = (FX +3) (-XÌ + IX - IX - BX +2) +5 


5 A 


Met ICT kunnen we nagaan of een deling met veeltermen juist is uitgevoerd. Van de formule van 
de Euclidische deling voeren we het linker- en het rechterlid in als functies en controleren of de 
bijbehorende grafieken samenvallen. 


Controleer de rekenresultaten van opdracht 14. 


Ploti Flotz Plot? 
“v1B5AS 5-58 
NBC CEA ZES 
M-2dtE 


„Wis 
y= 
„e= 
…E= 
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16 
Bepaal p zodat de deling opgaat. 


1 (Bat tT Aat pa): (2 al) 


OKE TE + AKE PX | EE 
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P Deelbaarheid 


17 ma 


Gegeven zijn de veeltermen D(x)=7x°—21x° +2x—6en d(x)=x-3. 


1 Bepaal het quotiënt en de rest van de deling van D(x) door d (x). 


XS lx tr OK =-Ó | Km 
SU BRUNE esmee |I INN Ban 
za 2X-6 go) EAB 
Lr2X.t 6 rl Oneens 
ht 0 
2 Is de deling opgaand of niet-opgaand? Opgaand nennen 


3 Schrijf het verband tussen deeltal, deler, quotiënt en rest. 


7x3 2x? +2x-6= (X- 3) (7X2 + 2) 


Deelbaarheid van veeltermen 


Als bij deling van een veelterm D(x) door een veelterm d(x) de rest nul is, dan zeggen we: 
D(x)is deelbaar door d(x) of d(x)iseen deler van D(x) 


Met de formule van de Euclidische deling kunnen we de veelterm D(x) schrijven als een product 
van twee veeltermen: D(x) = d(x): q(x) r(x) =0 


Voorbeeld 


We tonen aan dat x° — 8 deelbaar is door x° + 2x + 4 en we schrijven x° — 8 als een product van twee 
veeltermen. 


+ Met de praktische schikking voor de deling berekenen we het quotiënt en controleren we of de 
rest gelijk is aan nul: 


VOO Bn 
Ei Je 
Mx Ax 8 
Egt 8 
0 
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« Met de formule van de Euclidische deling schrijven we x° — 8 als een product van twee 
veeltermen: 


x3-8=(x°+2x+4)(x- 2) 


A0 


Toon aan dat de veelterm D(x) deelbaar is door de veelterm d (x) en schrijf D(x) als een product 
van twee veeltermen. 


1 D(x)=2x° +5 HIK HO d(x)=x?+x+3 


AXE + BRE HOK HO | Xt x+3 


EEN ee OM nan aneaenemer dea 
ee EE ee OKAR nnn 
en: eneen 
NN A atten 


Bebe hedge WE ARE ALLEN BAN eeeh ende Bie 


2 Dl) =x* tx +5 +AA d(x)=x’ +x+1 
EEE | En 
Xie XE KE 
nn EE KERA nnn 
ee 2 
Eet ddaenabeed OE estenditnedkentikenleunite 


XIED HAK t4= (X2+ Xt 1) (XE +4) 


3 D(x)=3x*—5x*-9x+15 d(x)=x°-3 
_3X2- BXL K+ 1D | x2-3 


SA DN: enkele | 
et nn 


3x5 5x? -Ox+15= (XE - 3) (BX - DD) 
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4 D(x)=-x* tx 4 +llk+3 dlnr? 3-1 


EEE EE | Ee 
MI ME ardennen 
ea EL TN 
Berend OXI ONE ON 
tn EE taten 
A 3x -.. MX - 3 

0 


5 Dl») =x‘ +2 +2 Mx 3 d(x)=x?-1 


x* +23 H MK-I 3= (XE 1) (XÌ + OX +3) 


\8lI 
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Uitdagingen 


82 / 


We knippen aan de vier hoeken van een rechthoekig stuk karton van 30 cm bij 50 cm 
vier gelijke vierkanten met zijde x cm weg. Het overblijvende deel vouwen we tot een 
doos zonder deksel. 

50 cm 


- - 


ik 


30 cm 


k 


sl 


1 Delengte /, breedte ben hoogte h van de doos zijn functies van x. 
Noteer deze functies met de formulenotatie. 


l 


2 Schrijf het volume van de doos als een functie van x. Noem de functie f en vul het 
functievoorschrift aan met het werkdomein. 


3 Waarom is het getal 15 geen nulwaarde van f? 
zie pagina 201 
Bepaal a, b, cen d zodat de veeltermen gelijk zijn. 
ID ECH ed 
2 AN SA DAS en A Nl 
3 (a+2)x’+(b+3)kx-—-5a en 8x°+6x-2c 
4 (4—ax):(4-bx) en 6x°-20x+tc 


zie pagina 201 


Bepaal het quotiënt en de rest van de deling. Schrijf het verband tussen deeltal, deler, 
quotiënt en rest. 


1 (Mtx? +1): (4x? +5) 3 e +3x° +5) :(3x° +1) 


2 (x°+x+1):(3x-2) 4 (2xt+4x*+5x? +247): (2x +3x-5) 
zie pagina 202 
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3 2 
Î 5 ae brl DEN 
Gegeven is de functie f(x) =— — — — — —. Het voorschrift is opgebouwd uit een breuk 
De 
waarvan teller en noemer veeltermen zijn. De functie f noemen we een rationale functie. 


1 Voer de Euclidische deling van x° + x° — 9x + 1 door x° + 1 uit en bepaal het quotiënt 
q (x) en de rest r(x). 


2 In het assenstelsel zijn de grafiek van de functie f en de rechte y= q (x) getekend. 


Hoe verandert het verschil q (x) — f(x) als x groter wordt? Vul de tabel in. 


50 100 1000 10 000 


3 Stel dat een punt zich onbepaald ver op de kromme verwijdert. Hoe verandert de 
afstand van dit punt tot de rechte met vergelijking y = q (Xx)? 
De rechte y = q (x) noemen we een schuine asymptoot van de grafiek van de functie f. 


4 Bepaal een vergelijking van de schuine asymptoot van de grafiek van de functies f‚ z 
en A. 


Sl 
SO) 


Oe 
seed 6 


h(x)= 
2) x° —6x-1 
zie pagina 204 


Soes 
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5) We ontbinden de veelterm x? +x7 + x° 4x? xt txt? xt 1 in twee factoren. 
Als de ene factor x° +x+ 1 is, dan is de tweede factor 


(A) x°+1 (B) xf+x°+1 (C) xé+x‘ tx? +1 
(D) KEKEN EN EKE (E) Hr Er IK 


Vlaamse Wiskunde Olympiade 
zie pagina 206 


6) Als x° —x-— 1 een deler is van ax° + bx* + 1, dan is b gelijk aan 


(A) 2 (B) —1 (CN) (D) 1 (E) 2 


Vlaamse Wiskunde Olympiade 
zie pagina 206 
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p 


3 


ns Vraag & antwoord 


Wat is de graad van een veelterm f(x)? 


De hoogste exponent van x. 


Waarom noemen we 5x° — 3x° + 2x — 1 een veelterm van de derde graad? 


Omdat de hoogste exponent van x gelijk is aan 3. 


Noteer met symbolen dat de graad van een veelterm f(x) gelijk is aan 5. 


gr(f(x)) =5 


Bij de Euclidische deling van twee veeltermen D(x) en d(x) is het quotiënt q (x) en 
de rest r(x). Aan welke voorwaarden moeten de veeltermen D(x), d(x), q(x) en r(x) 
voldoen? 


e _D(x) =d(x) : q(x) + r(x) 
 _gr(r(x)) < gr(d(x)) of r(x) =0 


Wanneer is een veelterm D(x) deelbaar door een veelterm d (x)? 


Als de rest van de deling van D (x) door d (x) nul is. 
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7.2 Delen 


door Xx — a 


DP Regel van Hor 


1 mean 


ner 


We delen de veelterm 3x° + 4x° + 5x — 5 door x + 2. Met de formule van de Euclidische deling 


schrijven we: 


3x +4x? +5x-5=lx+2)t 


q(x) +r(x) gr(r(x)) <gr(x+2) of r(x)=0 


1 Wat is de hoogstegraadsterm van het quotiënt q (Xx)? „3X5……………n 


2 Wat is de graad van de rest r(x)? On 


3 Bepaal het quotiënt q (x) en de rest r(x). 


3x +4X? +5Xx-5 


3x — 6x? 


—_UW+5X-5 


+ 2x + 4x 


Ox-5 
—9x— 18 


x+2 


3x? -AX+9 lij Ee te D 


4x2+7X+3 |[X-5 


q(x)= 2 
PORN? 
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Quotiënt en rest bepalen bij deling door x — a 
In de praktische schikking voor het delen van de veelterm 2x° — 10x° + 17x— 7 door x— 3 zoeken 


we de berekeningen die nodig zijn om de coëfficiënten van het quotiënt en de rest te bepalen. We 
vatten deze berekeningen samen in een schema. 


In de bovenste rij van het schema staan de coëfficiënten van het deeltal. In de onderste rij staan de 
coëfficiënten van het quotiënt en de rest. 


coëfficiënten van het deeltal 


en 


+17 7 x-3 2 —10 17 nf 
3 E „8 
2x Ux -Axt5 a=3 me Mr 12 15 
4x? +17 7 DE NN B | 8 
+ 4x? — 1x | | 
a coëfficiënten van het quotiënt rest 
— 5x ED 
8 


We gaan stapsgewijs na hoe we de coëfficiënten van het quotiënt en de rest berekenen. 


1 De eerste coëfficiënt van het deeltal (2) is de eerste coëfficiënt van het quotiënt (2). 


2 We vermenigvuldigen de eerste coëfficiënt van het quotiënt (2) met a = 3 en tellen dit product 
op bij de tweede coëfficiënt van het deeltal. Deze som (-10 +2: 3) is de tweede coëfficiënt van 
het quotiënt (4). 


3 We vermenigvuldigen de tweede coëfficiënt van het quotiënt (—4) met a = 3 en tellen dit 
product op bij de derde coëfficiënt van het deeltal. Deze som (17 +(-4) : 3) is de derde 


coëfficiënt van het quotiënt (5). 


4 We herhalen deze werkwijze tot de laatste coëfficiënt van het deeltal. 
Deze som (-7+5: 3) is de rest van de deling (8). 


In de onderste rij van het schema lezen we de coëfficiënten van het quotiënt af. Omdat de graad 
van het quotiënt één lager is dan de graad van het deeltal, schrijven we: 


qe) =2 4x +5 
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Het laatste getal uit de onderste rij is gelijk aan de rest. We stellen de rest voor met de letter r 
omdat de rest een reëel getal is. 


ri graad rest < graad deler 


Het algoritme om op een snelle wijze het quotiënt en de rest van een deling door x— a te 
berekenen, noemen we de regel van Horner naar William George Horner (1786-1837). 


Merk op 


We schrijven 0 als coëfficiënt in het schema van Horner als in het deeltal een macht van x 
ontbreekt. 


Voorbeeld 


We berekenen het quotiënt en de rest van de deling van 2x* + 3x® — 2x +5 door x + 4. 


2 3 0 —) 5 2x° + 3X° + OX? — IX +5 
a=—4 —Á 20 —80 328 
D) —5 20 SZ 335 
q(x) =2x*— 5x + 20x— 82 gr(a(x))=4-1=3 


r=333 


2 


Bepaal het quotiënt en de rest van de deling met de regel van Horner. Schrijf het verband tussen 
deeltal, deler, quotiënt en rest. 


1 (2x°+3x* -4x+7):(x-1) 


nd Nah AEO 
0 ot En ke 
NR: Denk ded | Kd tte 
q(x)= Eh PR ne 


2x3+3x?-Ax+7= (X- 1) (2x? + 5Xx+1) +8 
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2 (x*+5x° 7x? — 2x +10): (x-3) 


od 0 
a= 3 | Ó En 
aa = AtrdrB heb 
OS ANR ENEN B orenentren mene en 


en Eee eneen 
A One =De nn 
ee 3 OB ee 8 
qh=AK RIK ER eeeneeadeede en 
3x +3X HEK HIK I= (Xt 1) (ZX + IX - 2) + 3 


4 (—x*—6x? 4x? +3x 9): (x+5) 


nn ee ene 
ei Ne =D Le 
DN = Att 
TEN ana oe 


en tE nnen 
a= 20. | rd OD reed Orve en 

en 20e et les 
ge Nene dn 
erdee NE AN An needed 
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Bepaal het quotiënt en de rest van de deling met de regel van Horner. Schrijf het verband tussen 
deeltal, deler, quotiënt en rest. 


1 (2x? 5x 3x — 2? + 7x): (x—3) 


nn re ee 
De  . Ne Os =O NE 
man Budha ne hade ed 


ge B_…8 OZ OA 
U Wma | omt 10 KL AN NO KEN 
sne EN 
gj Axe. 1BXS# JORE eK. 1D reesi 


BX°+8x*+7x?+4= (X- 2) (Dx* + 18x° + 36Xx? + 79x + 158) + 320 


3 (x*+2x—5):(x+4) 
ken Mene en ed ennen 
a= 24. | 16....-64 248 
En 1-4 16-62 1243 
glx) = …X3-AXE + 1OX - 62 
AEN enne 
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4 (5x*-9x*+1):(x—2) 


nr 0 © 
ÙBs |eennnend 10 nn A oenen nennen 
een ee 


De ON: A On 
A NN EE ee 
ad elen da B ade OO oraasren 


ND 


Bepaal het quotiënt en de rest van de deling. Gebruik de regel van Horner indien mogelijk. Schrijf 
het verband tussen deeltal, deler, quotiënt en rest. 


1 (3x°—-x+3):(x° +2) 3x° + Ox? - XxX +3 x° + 2 
-3Xx° - 6x 
TT | 3X 
-7X +3 
GR B reen 


r)=.-1X.+.3 


gnd ENA OR Eenennaam 
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2 (3x*-x+3):(x+2) 


dj IKE OR RA aen 
AdB nas 
Siris MAENE es OE Ae. NS. nennen 


3 x°:(x—4) 


a=4 4 16 64 


4 xt:(x° —1) 
x% + Ox? + Ox? + Ox + O0 x° - 1 


-_X* + XxX 


Xx 
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DP Reststelling 


5 ma 


1 Bepaal het quotiënt en de rest van de delingen met de regel van Horner. 


Gehe) ae Ne entei En 
aW= KB A rens 
Tee 
(x2+5X+17) (443) On: NE UA. nennen 
D= WEB Ns 0 Eed amet 
Pe Senese Wee EE en RD EE 
eter lele) ed Pe dit A Nn 
al) 2 OS len Pe 
nn INSTENSE TO bee BE aren 
Bereik er Sne Ono nnne 
I= IX ME ek nend SR am eN 
DE Band alken Hee 
2 Bereken de getalwaarden en vul de tabel in. 

deeltal D(x) | delerx—a getalwaarde D(a) 

x°+3x-1 x-—2 D(2) =4+6-1=9 

Xx? +5X+ 17 x+3 D(-3) = 9 - 15 + 17 = 11 

2x +4x +1 x-3 D(3) = 18 + 12 +1 = 31 

3x +345 x+1 D(-1)=3-3+5=5 


3 Vergelijk de getalwaarde D(a) met de rest r van de deling van D(x) door x — a. Wat stellen we 
vast? 


De getalwaarde. D(a) is. gelijk. aan. de. rest. rn 
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Reststelling 


De rest van de deling van een veelterm D(x) door x — a is gelijk aan de getalwaarde D(a). 


Met deze stelling kunnen we de rest van een deling door x — a bepalen zonder de deling uit te 
voeren. 


Voorbeeld 


We bepalen de rest van de deling van de veelterm D(x) =x° — 2x +5 door x+ 2 zonder de deling uit 
te voeren. Volgens de reststelling is de rest r gelijk aan D(-—2). 


D(2)=(-2P-2 (-2)+5 
= 8445 
=d 


Bijgevolg: r=1 


Reststelling bewijzen 


We kunnen de reststelling aantonen met de formule van de Euclidische deling. 


De)=d): q(%)+r(x) gr(r(x)) < gr(d(x)) 
De d(x)=x-a en r(x)=r 
D(a)=(a—a): q(a)+r getalwaarde van D(x) voor x =a 
Da Oan 

Plan 


sa 


Bepaal de rest van de deling van D(x) door d(x). Vink elke opgaande deling aan. 


1 D(X)=2x? +3 +53 d(x)=x-1 


3 D(x)=x%-2x+2 d(x)=x-2 | 


r= D(2)=8-4+2=6 


4 D(x)=3xt+6x? +2? +5x-1 d(x)=x+2 
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5 D(x)=2x* 7x +3 d(x)=x-4 
r=.D(4) = 128 - 112 + 3 = 19 
6 D(x)=x*+x* xx 1 d(x)=x-1 


7 DH) =x*-27x d(x)=x+2 | 

PDE EA U reeden eee de eee 
8 DW) =2x*— 5x + EK du) =x-2 v 

r=.D(2) = 32 - 40 - 8 +16 =O 


del 


Bepaal p zodat de deling de gegeven rest heeft. 


1 (Ax + pr? -x-7): (x-2) ra 
D(2) = 16 + Ap - 2 -7= IP tT 
eene onee aen ee eneen 
Ap ZrÂ nennen 
Ee eenen 
2 (ok Pl tk tl) r=0 
D(-3) = 405 - 486 + 9p + 3 + 15 = Wp - 63 en 
Ip.-63 =O nnen 
lenea leenen 
ne 
3 (x°—px°+3):(x-3) r=5 
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eN 


Bepaal p zodat de deling de gegeven rest heeft. 


1 (4x? —Apx tp”): (x+ 1) p= 
EI 
ed 
(pr 2 =O 
et 
2 (px 3px+5):(x-3) r=3 
DE 
Denen 
En 
pief add pas DE DeBNe TASD reeks 
AAS eenen 
DN nennen 
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P- Deelbaarheid door x — a 


oma 


Onderzoek met de reststelling of de veeltermen deelbaar zijn door x — a. Vink in het schema de 
delers aan. 


deler x— a 


veelterm 
xl x+1 x-2 x+2 x-3 dS x—4 x+4 


Xx2 +544 14 4 


xx 4x 4 


XS +B5X*—4 14 / / 4 


x—16 / 4 


Deelbaarheid door x — a 


Een veelterm D(x) is deelbaar door x — a als de rest van de deling nul is. Volgens de reststelling is 
de rest gelijk aan de getalwaarde D(a). 


Kenmerk van deelbaarheid door x — a 


Een veelterm D(x) is deelbaar door x — a als en slechts als de getalwaarde D(a) gelijk is aan nul. 


Voorbeeld 


We onderzoeken of de veelterm D(x) = 2x° + 3x* — 5x — 6 deelbaar is door x + 2. 


We berekenen: 

D(-2)=2: (-2) +3: (-2)?—5: (-2)-6 
SG Isr SE 
=0 


De veelterm D(x) is deelbaar door x + 2. 


Eigenschap 


Als een veelterm D(x) met gehele coëfficiënten deelbaar is door x — a, met a een geheel getal, dan is 
a een deler van de constante term van D(x). 


Bijgevolg kunnen alleen delers a van de constante term van D(x), delers van de vorm x — a 
opleveren. 
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Voorbeeld 
We zoeken alle delers x — a met a een geheel getal van de veelterm 2x° + 3x* — 5x — 6. 


Delers van de constante term —6 zijn 1, —1, 2, -2, 3, —3, 6 en —6. 


a | 1 —1 2 —2 3 —3 6 —6 


D(a) | —6 0 12 0 60 Sis 504 —300 


Delers van de veelterm 2x° + 3x? — 5x — 6 zijn x+ lenx+2. 


0 A 


Zet een vinkje als de veelterm D(x) deelbaar is door d(x). 


1 D(#)=3xS- 2x +4 d(x)=x+2 
D(-2) =.-24 + 4 r 4 =-16 AO 
2 D()=3S TK + Ax +6 d(x)=x-1 v 


On ree Monon ennen 


3 D(x)=x* +2 Wx +3 d(x)=x+3 v 
D(-3).=.-27.+ 18+ 6.+ 3.2 On 
4 D(x)=x* -2x°+ 5x 7 d(x)=x-2 


Dls hbe Ih ADs Een Oe notennamen nennen 


5 D(x)=x°+8x’+8x- 35 d(x)=x+5 v 


6 D(x)=x°—Axt +2 Bx 5 d(x)=x-4 


D(4) = 1024 - 1024 + 32 - 32 - D= -D AO 


7 D(x)=x* 3x +2? -7x+3 d(x)=x-3 


D(3).= 81 - 81 + 18 - 21 +3 =O 


8 D(y)=x*-x* +21 d(x)=x+1 
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ne 


De veelterm heeft —12 als constante term. Zet een vinkje bij elke deler a van —12 waarvoor x—a 
een deler is van de veelterm. Maak gebruik van ICT. 


delers van —12 
veelterm 
1 | x° 6x? +9 + 4x 12 EK 4 4 
2 |x°-13x-12 4 Viv 
3 | x*+8x*+11x—8x-12 EE 4 4 4 
4 |x°+3x°-4x-12 Vv 4 
544 Jk 12 4 / 


2 Ae 


Bepaal p met het kenmerk van deelbaarheid door x — a zodat de veelterm D(x) deelbaar is door 
de deler d(x). 


1 Dlr)= WA HKD dx) =x+2 


2 Dl rpl d(x)=x-3 


Ee TA 
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EI 


We onderzoeken het kenmerk van deelbaarheid door (x — a) (x— ). 
Gegeven is de veelterm D(x) =X" —x° +7x°—7. 


1 Toon aan dat D(x) deelbaar is door x — 1 en door x+ 1. 


D(-1)=z.-1.+1+7.-.7.=.0 hentai en aen Edet 


2 Toon aan dat D(x) deelbaar is door het product (x— 1) (x+ U). 


ne Xr On er OS te ORS te ZE OR em Zoen | on 
XT Ee Eten 

7x? _ | A 
EN A 
nn On 


X.- a en.door X - B. 


4 Toon aan dat D(x)=x° +x1—6x° + 3x? + 3x— 18 deelbaar is door (x — 2)(x+ 3) zonder de deling 
uit te voeren. 


D(2). =.32 + 16 - 48 + 12 +6 - 18 = 0 > D(x) is deelbaar door x.- 2. 
D(-3).=.-243 + 81 + 162 + 27-9-1820 > D(x) is deelbaar. door. x.+ 3. 
Omdat. 2.# -3 is D(x) deelbaar. door (Xx - 2) (X + 3). 


1e mean 


1 Toon met de reststelling aan dat de tweeterm D(x) =x* — 8 deelbaar is door x — 2. 


D(2) = 2-8 = 8 -8 =O 


2 Bepaal het quotiënt van de deling van x° — 8 door x— 2. 


ME ; A NE On 
EE 2d En 
a 1 De 
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Men OL EN annetd eee ele Eee 


3 Ontbind x°—8 in factoren. 


Ontbinding van x° — a? en x? + a? 


We kunnen het verschil en de som van twee derdemachten ontbinden in factoren. 


Ontbinding van x° — a? 


Met de reststelling tonen we aan dat de tweeterm f(x) =x* — a° deelbaar is door x — a: 
mg sd =0 


We berekenen het quotiënt q (x) van x° — a° door x — a met de regel van Horner. 


1 0 0 —a® f(x) =X? + OX? + Ox — a° 
a a (/ a Xx-a 
il a a° 0 q(x) =x? + ax + a? 


Met de formule van de Euclidische deling kunnen we x° — a* ontbinden in factoren. 


Formule: x°—a°=(X-a) (Xx? + ax + a’) 
Voorbeeld 


We ontbinden x° —8 in factoren. 
x5-8=x° 28 


=(x—2)(x° +2x+4) 


Ontbinding van x? + a? 
Met de reststelling tonen we aan dat de tweeterm f(x) = x° + a° deelbaar is door x + a: 
f-a)=(-a} +at=—at+af=0 


We berekenen het quotiënt q (x) met de regel van Horner. 


1 0 0 de f(x) =X2 + OX? + Ox + a? 
—4 —a ni —a® X+a=X-(-4) 
1 —a a? 0 q(x) =X? —ax + a? 


Met de formule van de Euclidische deling kunnen we x? + a* ontbinden in factoren. 


Formule: x° +a? = (Xx + a) (X° - ax + a?) 
Voorbeeld 


We ontbinden x° + 8 in factoren. 
x°+8=K +23 


=(x+2)(x° —2x+4) 


\ LOI 
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Ontbind in factoren. 


2 s3-—tt= (st) (SE + St + 2) eenen 
kale Me SR DD ve mna 
4 == em ALOE IK Daenen neat ad: 
6 275°+8t= …(35)° + (@t)2 = (35+ Qt) (Qs? - Ost + 442) 
7 125a°—64b?= (Ba) -.(4b)’ = (Ba. - 4b) (25a? + 20ab. + 16b2) 


8 1000x%-—1= (10x)2 - 1% = (10x -_1) (100x? + 10x + 1) 


\© 


x3yt+z?= (XY) + ZI = (XY tz) (XYE - XYZ + ZE) 


10 64a%b?-—c?= (4ab)? - C° = (4ab - c) (16ab? + 4abc + c?) 


IE 


Ontbind in factoren. 


1 —x?ra?= -(X° - 4%) = -(X - a) (Xx? + ax + af) 


3 xryt= (XE + (YDE = (XE + YE) X_- NYE HY) 


27x?+1= (3x)° + 15 = (3x + 1) (9x? - 3x + 1) 


u 


7 x—yBe (XP - (PE E(X - YP) OE + XII + YI) en 


8 x3-B= X3 - (V2)? = (x - V2) (Xx? + Vax + 2) 
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7 


Ontbind in factoren. 


ee 


Ontbind x° — y in factoren als een verschil van twee kwadraten en als een verschil van twee 
derdemachten. 


1 xe-yl=( SP YS 
On 
z(X.= y) (Xt xy. RUNE NLO HMD ornelis 

2 xe yell VE) 


Volgens welke werkwijze verkrijgen we de meeste factoren? Volgens de eerste werkwijze. 


Leid uit deze twee ontbindingen van x° — y° een ontbinding af van de veelterm x° + x%/? + y*. 


is 
Ontbind in zoveel mogelijk factoren. 


3 x(t ij= X2((X9P - 1) = LXE + 1) KS - Dn 
wm SOE NN OE er Kr ID Or ILO BMR AD ononeneneanenedene 
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ART SE  Delingen met veeltermen 


Veeltermen met onbepaalde coëfficiënten 


Om onbepaalde coëfficiënten te berekenen van een veelterm die aan één of meerdere voorwaarden 
moet voldoen, kunnen we de formule van de Euclidische deling, de reststelling of het kenmerk van 
deelbaarheid door x— a toepassen. 


Voorbeeld 


We bepalen de rest van de deling van D(x) door (x— 2)(x — 3) als gegeven is dat de veelterm D(x) bij 
deling door x— 2 rest 28 heeft en bij deling door x— 3 rest 80. 


De deling van D(x) door (x— 2)(x — 3) schrijven we met de formule van de Euclidische deling: 
Dx) =(x- 2-3) g(x) +r(x) en gr(r(x)) < gr 2) 3)) ons) 

Omdat de deler (x— 2)(x — 3) van de tweede graad is, kan de rest hoogstens van de eerste graad 
zijn. 

De rest r(x) schrijven we met de onbepaalde coëfficiënten a en b: 


r(x)=ax+b 


Bijgevolg kunnen we de veelterm D (x) schrijven als: 


Dx) =(x- 9x 3) + q(x) +ax tb 


Uit het gegeven en de reststelling volgt: 
DNS 
(2-2(2-3)-q(2)+a:2+b=28 
2a+b=28 

D(3) =80 

(3-2)(3-3)- q(3) ta: 3+b=80 
3a+b=80 


Om de onbepaalde coëfficiënten a en b te bepalen, lossen we het stelsel op: 


2a+b=28 el Je) 

Ee +b=80 (-1) | -(-2) 

2at+b= 28 6a+3b= 84 

—3a—b=—80 —6a— 2b=—160 

4 =-52 b= —76 
a=52 


De rest van de deling van D(x) door (x— 2)(x — 3) is gelijk aan de veelterm 52x — 76. 
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20 


Bepaal de rest van de deling van D(x) door (x — 2)(x + 5) als gegeven is dat de veelterm D(x) bij 
deling door x — 2 rest 31 heeft en bij de deling door x +5 rest 122. 


D(x) = (x-2) (x + 5). :_q(x) + r(x)…_ en gr(r(x)) « gr((x - 2) (x + 5)) of r(x) = 0 


D(2). 2.31. D(-5).= 122 
(2-2) (2+5):ql2)+(a:2+b)}=31 |(-5 - 2) (-5 + 5): q(-5) + (4:(-5) + b) = 

122 
2a+b= 31 -Ba +b= 122 


dE ER 
gen abend oe En DN VAREND AEEA 
LE 0 EE 0 
Ba - bz -122 nn 
LO cad Renne Nanette 
AE AS zDT. nnn 


De. rest van de. deling. van D(x). door. (Xx. - 2) (x.+ 5) is gelijk aan. de veelterm … 


-13X + DT. 


ne 


Bepaal de rest van de deling van D(x) door (x— 4)(x + 2) als gegeven is dat de veelterm D (x) bij 
deling door x — 4 rest —14 heeft en bij deling door x + 2 rest 28. 


D(x).=. (x=. 4). (X.+ 2): q(X). +. r(x)… en… gr(r(x)). < gr((x…— 4). (x.+.2)) of .r(x). =O. 
r(x) is hoogstens van de eerste. graad omdat (x - 4) (x + 2) van de tweede graad is. 
Bijgevolg is D(x) = (Xx - 4) (Xx + 2) : qlx) + (ax + b) 
Uit het gegeven en de reststelling volgt: 
DANSE oenen DENS AE oren 
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(4-4)(4 +2): q(4) +(a: 4+b)=-14 | (-2-4)(-2+2): ql-2)+ (a: (-2)+b) = 28 
5 ADR noen 
We. lossen het. stelsel. op: ennn 
[-4arbe=-14 |. es EN 
hant - 28 | 0 
BREN aaneen AN 
BADOR ennen AA EE. OO ereen nde 
ba: EN eee ee 
En z…d4 


Een vlucht met een luchtballon duurt drie uur. De hoogte van de ballon kunnen we beschrijven 
met de formule: 


h=-—100t: (t— 1)’: (£—3) h:hoogteinmeter _ t:tijd in uur 


Op welke tijdstippen staat de ballon aan de grond? 


ER 
-100t = 0. of. (t-12= 0 of f.-3=0O 
Kee Knee 
De. ballon staat. aan de grond bij het begin van de. vlucht,.na.1.uur.en op het einde … 
VAN NINE eternet enen 
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Hogeregraadsvergelijkingen a : b = 0 oplossen 
Om een hogeregraadsvergelijking van de vorm a : b=0 op te lossen: 
stellen we elke factor gelijk aan nul; 
+ lossen we de verkregen vergelijkingen op. 
Voorbeelden 
(x-1I)(x?-4)=0 
x-1=0 of x-4=0 elke factor gelijkstellen aan nul 
A= dl vergelijkingen oplossen 

vd Of Hd 
Abt bt —0 
5t’(15-f)=0 gemeenschappelijke factor 5t? afzonderen 
bi —Û of W5t=0 elke factor gelijkstellen aan nul 
ii) ü= 5 vergelijkingen oplossen 


» 


Los de vergelijking op. 


1 (x+1I)(x?-9)=0 2 (x+4)(x°+4)=0 
xt1=0.. of …x- 920. x+4=0 of x2+4=0 
DA xe A Xe z -4 
Ef z3.of...XE=r nnn Qeen. oplossingen … 
3 7x(3x+5)=0 4 (3x+1I)(2x- 5)’ =0 
Ix=0.…of XD =0.. 3x+1=0 of (2x-57=0 … 
KO rs ANS ner 4 Es xD. 
= 0 = _3 = Ax = 
XO XE: Jeen XE: ge WED ane 
-) 
SEON Nien 
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5 xx? +8)=0 6 
x=0 of __x°+8=0 
keten Monate 
en KLE eneen 


4 0 


Los de vergelijking op. 


1 (x?+4x-5)(x* — 5x 14) =0 


2 (?+3x+1I(2x +5x+1)=0 


(x-5)(x2—5)=0 
X. 50. of xD 0 
ne 
NN xr N5.of..x.n -V5 


2x3Xx+1=0 of 2x2+Dx+1=0 


xd aaf of…x.=l EAST ad of _Xx gee EN vkv. oplossen 
è 4 4 

SNE X.=.=0,219………… KE 280 
3 x(x°-3x-4)=0 

We Oad OE a nataieendetaeanddendiendieattkeaattee einstein dtendikeaien 
A A vkv. oplossen 
4 (x°+4x-3)(5x° — 3x 4) =0 

Xe+ AX 3E Oe Of Dx? 3-4 =O 
XE EAD Sn of_…_X.=.. Baten = En ted of … B ad vkv. oplossen 
X.=.0,64D..… X.=.4, 64D..……………… X.=1,243.………………………… X.=.0, 643... 
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25 |A} Le) 


Los de vergelijking op. 


1 x°-—4x=0 
eene 
EA OE asen Mee 
5 en 

2 xx -2x=0 
Mee Ne nee 
KEA ned Resa Ee eenn 
De Ke ke Rek ee 

3 2x +2x=0 
eenn tnehebe enen tenen 
2X=0 OR eee 
x=0 X.=.d 


Derdegraadsvergelijkingen oplossen met deling door x — a 


Als a een oplossing van een derdegraadsvergelijking D(x) =0 voorstelt, dan is de getalwaarde D(a) 
gelijk aan nul. Bijgevolg is de veelterm D (x) deelbaar door x — a en kunnen we de vergelijking 
D(x)=0 oplossen. 


Do 0 
(x—a): q(x)=0 q(x) is het quotiënt van D(x) door x — a 
x—-a=0 of g(x) =0 elke factor gelijkstellen aan nul 


De vergelijking x — a = 0 heeft a als oplossing. De vergelijking q (x) =0 is een 
tweedegraadsvergelijking die we kunnen oplossen. 


Voorbeeld 
We lossen de vergelijking 6x° — 13x° +x + 2=0 op. 


We zoeken een deler x — a met a een geheel getal van de veelterm 6x° — 13x° + x+ 2. 
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Delers van de constante term 2 zijn 1, —1, 2 en —2. 


a | 1 —l 2 —2 


D(a) | 4 =i8 0 —100 


Een deler van de veelterm 6x° — 13x° +x+2 is x—2. 


We lossen de vergelijking op: 


6x°-13x?+x+2=0 6x — 13X2 + X + 2 delen door x — 2 
6 -13 1 2 
a=2 12 =ì 5) 
(x—2)(6x* —x—-1)=0 
| 6 -1 -1 0 
q(x) =6x? -x-1 
x-2=0 of 6x’ -x-1=0 elke factor gelijkstellen aan nul 
1 1 
=D We OO HS D=(-1)?-4-6:(-1)=25>0 
D 3 
SEE EL 
; 2:6 2 
ee 
Re P 3 
Merk op 


Een derdegraadsvergelijking heeft hoogstens drie oplossingen. 


xD 


Los de derdegraadsvergelijking op. 


1 x°—-7x+6=0 


TE Bk ee 


(x- 1) (+ Xe 6) Odd Bae kenner Ön en 
X.-1.= 0. of Xt Xn 620 
Re en Ee araeeltitemal vky. oplossen. … … ……… 
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2 2x? +3x? 12-20 =0 


(EN 
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4 x°+x?—10x-12=0 


p mend … UP en 
DIE | =20 ……. nk : 20 A en 
Een deler van de veelterm x% + x? - 10x - 12 is Xx +3. 
We. lossen de. vergelijking op: … nn 
Wer 1ORe 12 =O eeemrdadad EE 


(X+.3) (x=. 2X.-. 4). =O eden AB Öl ese 
MERE tard OE ad seeden 
MELED aretennnd xz1+V5 of _x=1-V5 vkv.oplossen… … 
Ke EE On 


5 X°+5K4°+7x+12=0 
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Derdegraadsvergelijkingen oplossen 


We berekenen de oplossingen van de derdegraadsvergelijking 6x° — 13x° + x + 2 = 0. 


TEXAS INSTRUMENTS 


Met de toepassingstoets APPS kunnen we de toepassing PlySmlt2 oproepen. In het MAIN MENU 


kiezen we de optie POLY ROOT FINDER. 


m [APPS] P [w:tot PlySmlt2] [ENTER] [ENTER] (1: POLY ROOT FINDER] 


:Prab Sim 
sPuzzPack 
LPériad 


EE FOLS FOOT FINDER 
È: ZIMULT EUN 2OLVER 
HEDUT 

: FOLS HELF 

: ZIMULT HELF 

: QUIT FOLYENLT 


mn. HE pt 


We voeren de graad 3 van de vergelijking in en kiezen voor een decimale notatie van de 
oplossingen. We drukken de toets F5 (NEXT) en voeren de coëfficiënten in. 


m [FS:NEXT] 6 [ENTER] -13 [ENTER] 1 [ENTER] 2 


FOLY KOOT FINDER HODE 
ORDER 15E raain 
atbi Fetai) 

DEC FERC 
uli £CT Ef 
ûléshEnBAa 


TON DEGREE| 


We drukken de toets F5 (SOLVE) om de vergelijking op te lossen. 


m [F5: SOLVE] 


Bir 


kg Kek, „ai xtan=d 


TN 
Led 


Lu ùr 5 Kos 
Io fet : 


Fi ad | OD, 


De oplossingen van de vergelijking zijn 2 ; 0,5 en —0,33.... 


CASIO 


In het menu EQUA kiezen we voor het submenu Polynomial. 


m [MENU] [8: EQUA] [F2: POLY] 


olrnamial 
Ho Data in Memors 


Der eer 
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at 


Los op met ICT. Rond af op 2 decimalen. 
1 x° 3x Ux t4=0 


4 x°-4x°+8=0 


X= 3,24 X=2 X= 1,24 


0 


Controleer met ICT de rekenresultaten van opdracht 26. 
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Uitdagingen 


© © 6 © 


8 


Bepaal p zodat de delingen (x° — 2x? — 2x +3): (x— 2) en (x° +3x° —px+5): (x+2) 
dezelfde rest hebben. 
zie pagina 207 


Bepaal p en q zodat de veelterm D(x) =x* + px* + qx+ p deelbaar is door x — 3 en 


door x + 2. 
zie pagina 207 


Bepaal p zodat de deling (x° — 4px + 2p°) : (x— 2) een rest gelijk aan p heeft. 
zie pagina 207 


Toon aan dat de veelterm D(x) = 3x° — 8x? —x+ 10 deelbaar is door x° —x— 2 zonder de 
deling uit te voeren. 
zie pagina 208 


Een veelterm D (x) heeft bij deling door x — 1 rest 3 en bij deling door x + 1 rest —1. 
Bepaal de rest van de deling van D(x) door x° — 1. 
zie pagina 208 


Een veelterm D(x) heeft bij deling door x — a rest c en bij deling door x — b rest d met 
a # b. Bepaal de rest van de deling van D(x) door (x— a) (x — b). 
zie pagina 209 


Gegeven zijn de veeltermen x? + 1,x° +1, x* +1,x°+1,x°+ 1. Hoeveel van deze 
veeltermen kunnen ontbonden worden als een product van veeltermen met een lagere 
graad en met reële coëfficiënten? 


(A) 0 (B) 1 (©) 2 (D) 3 (E) 4 


Vlaamse Wiskunde Olympiade 
zie pagina 209 


Los op. 

1 xx -xt1=0 4 x(x-1)-(x-1)=0 

2 x°+5x-x-5=0 5 (x+3)(x- 4} —(x+3) =0 
3 x°-3x* +2? 6x=0 6 (x-2(x? 4} -(x-2)=0 


zie pagina 210 
Welke veelterm is geen deler van (x— 1)(x° + x)? 
(A) xx t+x-1 (B) x°-2x+1 (C) xx 
(D) x°-x (E) x°-2x(x-1)-2x+1 


Vlaamse Wiskunde Olympiade 
zie pagina 211 
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Ontbind in factoren. 


1 2x? 8x +4 5 8x°-(x-3) 

2 3x* 8x 5x +6 6 (3x 2) +(2x+1) 
3 5x? +4x?—31x+6 7 (3x+2)?+1 000 000 
4 x°+3x* 3 + IK 4 8 64x*—(x—-3) 


zie pagina 212 
Voor welke waarden van de variabele p heeft de functie f(x) =x° + 4px drie nulwaarden? 


(A) p<-1 (B) /<0 (C) p<l1 
DAS (E) p<0 (F) p<l 
zie pagina 214 


Bij deling van de veelterm x° +x° +47 4x tr tx 4x? door de veelterm 
x°— lis er een rest. De getalwaarde van die rest voor x= 2 is 


(A) —2 (B) 3 (C) 9 (D) 18 (E) 27 


Vlaamse Wiskunde Olympiade 
zie pagina 215 
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p 


ns Vraag & antwoord 


3 


Hoe noemen we het algoritme om op een snelle wijze het quotiënt en de rest van een 
deling door x— a te berekenen? 


De regel van Horner. 


8 Formuleer de reststelling. 


De rest van de deling van een veelterm D(x) door x — a is gelijk aan de getalwaarde D(a). 


Onder welke voorwaarde is volgens de reststelling een veelterm D(x) deelbaar 
door x— a? 


Als de getalwaarde D(a) gelijk is aan nul. 


4 Ontbind x° — a° in factoren. 


x° -a° = (X-a) (Xx + ax + a’) 


Ontbind x° + a° in factoren. 


x° + a =(X+a) (Xx - ax + a’) 
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